Processus Gaussien
Cours 8
ML Master DAC

Nicolas Baskiotis
nicolas.baskiotis@sorbonne—-universite. fr

équipe MLIA, Institut des Systémes Intelligents et de Robotique (ISIR)
Sorbonne Université

S2 (2021-2022)

N. Baskiotis (ISIR, SU) ML S2 (2021-2022)

1/30



Plan

@ Digression : Gaussiennes multivariées
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Rappel : distribution gaussienne

1

® En1d: p(x) = N(xlp,0) = grgmyre 22

LA H . 1
Remarque : a quoi sert la constante : Groy 7 ?

@ Multivariée en d dimensions:
1 1 _
N (x|, ¥) = Wexp(—z(x — 1)’ (x = )

@ p1=(p1, pas s pa), MaAIS X ?
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Gaussienne 2D : cas simple
@ En 2d : on suppose que x; ~ N (i, 01) et xp ~ N (o, 02)
@ hypothese Naive Bayes, x; indépendant de x,

1 2 1 2
57 (1 —p1) 1 — 52 (n—p2)
@ p(x) = p(x|N)p(rN2) = m " 20} G 203
L Gimnp? | o—pp)?
—a( + ) 1 rsr—1
1 2 &2 ) 1 L > _
® p(¥) = GrpreTene ' P = e 2T )
2
oy 0
avec ¥ = L
0 o3
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Gaussienne 2D : cas générique

Transformation affine
@ Supposons xj,x; ~ N(0,1) et X = (x1,x2);
@ Soit 7 une transformation affine inversible 7 = ( i“ ?2 )
21 22
@ Soit Y = TX + 1, y1 = tix + tioxa + 1, Y2 = t X1 + toxa + 2
E(t11x1 + tizxz + 1) M1
@ alors E(Y) = =
) < E(t2101 + t2x2 + p2) H2
@ Variance d’un vecteur aléatoire ?
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Covariance

Covariance dans le cas général
@ Covariance de deux variables aléatoires :

Cov(xy,x2) = E((x; — E(x1))(x2 — E(x2))) = E(x1x2) — E(x1)E(x2)

@ Matrice de covariance d'un vecteur aléatoire X, Cov(X) :

Cov(xy,x1) -+ Cov(xy,x,)
— E((X — 1) (X — p)') = E(XX') — gy

Cov(xy,x1) -+ Cov(xy,x,)
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Gaussienne 2D : cas générique

On suppose toujours : xj,x, ~ N(0,1), X = (x1,x,) et T = ( 2‘ gz ) et
1
Y=TX+p

Covariance de Y : Cov(Y) = Cov(TX + pu) = TT'

E((tix1 + ti2x2)?)
@ Cov(Y) =
07 < E((fuix1 + t12x2) (2211 + 122x2))

E((t11x1 + f1222) (f21%1 + 122%2)) )
_ ( i+ 1 it + fiotyn >

E((f21x1 + 122x2)%)

tita + tiatn 6y + 15
On note 3 = Cov(Y)

Changement de variable

I5—1
® p(x) = We—%(x—;w(o,u) 2/\/(0,1)(7‘—#/\/’(0,1))’ avec pao,1) = 0, Snon) =1
©.1)
@ SiY=TX+u,alorsp(Y) = IdTl(T)lp(T*I(Y — 1))
e p(Y)= hl;ﬁe—%((T—l(Y—u))IIT—l(Y—M)) = me—%(Y—u)/T/_lT—l(Y—u)

L(Y—p) s~ (Y-
°p(Y) = mez(lf 'S (Y—p)

y
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Gaussienne 2D : interprétation géométrique
Transformation affine inversible

@ T peut étre décomposé en T = UD, D diagonale (valeurs propres) et U
orthogonale (vecteurs propres, matrice de rotation et reflexion)

@ ¥ = UD(UD) = UDD'U’ = UD*U’

@ Det(X) = Det(UD*U’) = Det(D*) = . 07, o; valeurs propres de T

= Loi normale multivariée : D représente la variance sur chaque

composante normale indépendante des autres,
U représente la rotation/reflexion par rapport aux axes.

00 02 04 06 08 10
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e Retour sur la régression
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Régression et noyaux

Formulation

Pour un jeu de données D = {x,y'}V | x' € R?,y' € R i.i.d.
@ On se donne un noyau K(x',x2) = ((x"), ¢(x?)), avec ¢ : RY — RY
@ Régression pénalisée : J(w) = 1 SN (w'o(x') — y')? + dw'w
@ Onnote ® € RV*?' |a matrice des ¢(x/),

1 A 1 1 A
J(w) = E(w’@’—y’)(w"l)’ -y)'+ Ew’w = 5w’<I>’<I>w—w’<I>’y+ Ey’y-i- Ew’w
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Régression et noyaux

Annulation du gradient

J(w) =

N —

2 2

*

@ Annulation du gradient par rapport a w :

VuJ(W) = &'dw — D'y + \w = 0

w= —%CD’ (dw —y)) = P'a

@ En ré-écrivant :

1 1 A
J(a) = zatq)‘blq)tq)a — a’(I)(I)’y + Eyty + Ealq)q)ta

A 1 1 A
(W' —y) (W' —y)' + Fww = s W'Ow — wiBly + 7'y + S w'w
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Régression et noyaux

1 1 A
J(a) = Eatcb¢t(btq)a — at(I)(I)ty -+ 5yty + Eatq)q)ta

Résolution

@ On note K = ®7®, avec K;; = (p(x'), p(x’)) = k(x',¥), la matrice de Gram
du noyau (symétrique), on a

1 1 A
J(a) = Ea’K’Ka —a'K'y + Ey’y + Ea’K’a

@ En prenant le gradient par rapport a a, on trouve
a=(K+ My ly

@ Pour la prédiction en x : w'¢(x) = a'®¢(x) = ((K + My)~'y)'k(x)’, avec
k(x) = (k(x',x),..., k(x",x))
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Hypothése du bruit gaussien

Formalisation
@ Unjeu de données D = {x',y'} | x' e R%y' € Ri.i.d.
@ On suppose que y' = f(x/) + ¢
@ Régression linéaire : f de la forme w'.x (on oublie le biais pour simplifier)

@ Le petit "plus” par rapport a la régression linéaire "simple” : on suppose
e ~ N(0,0?), indépendant de x’
= la distribution de y conditionnée au modele et a I'entrée x est gaussienne
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Hypothése du bruit gaussien

Résolution par maximum de vraisemblance

N N 1 o P2
i 2 =t
= pUOYIX;w,0 = e 202
E ol ) 1;[l —
N 1 &
logL(w,0%) = —Elog27r — Nlog(o) — 757 Z(y’ —wx')?
i=1

— gradient par rapporta w : w = (XTX)—1X’y
—» gradient par rapport a o : o2 Nzl L — whxi)?

Quelle est I”avantage alors de rajouter I’hypothése de bruit gaussien ?

= On connait pour une entrée x la distribution de I'estimée y qui suit une loi
gaussienne ...
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© La magie de la gaussienne
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Une gaussienne et tout est gaussien !

Somme de gaussiennes :

Soity; ~ N (1, %)) etys ~ N(u2, %),
alors la variable aléatoire y =y, + y» suit une loi normale :

N(p1 + po, X1 + Xo)
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Une gaussienne et tout est gaussien !

Marginalisation
Soity = (yi,...,y1) € RY, y ~ N (%), p(y) = mf%(yf“)rz_](yf“)
On considére une partition en 2 groupes :
yi ©1 Y X
= = E =
y [h] s {Mz] [221 E22]
avec X, et Xy, carrés symétriques (et donc X, = Xy).
Alors la marginalisation est gaussienne :

P(YI):/P(YMYZ;NaE)dYZ:N(lezll)
Y2
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Effet de la covariance
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Une gaussi

enne et tout est gaussien !

Conditionnement
. DY DY
Soit v — Y1] = |:N1:| - [ 11 12
y [YZ # 2] Y01 Xm

La conditionnée est gaussienne :

et suit la loi

p(y; 1, )
—ajp,x) = LV
A S ) Sy, p(¥; 1, D)dy>

N(po + 203 (@ — 1), B0 — 2015 S10)
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Corrélation entre coordonnées

p(yalyr = a;p, ) ~ N(p2 + S5 (2 — 1), B2 — 215, Si2)
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Une autre maniére de visualiser une gaussienne

oo
® @& A N o N & o o

Pour chaque point 2D tiré de cette gaussienne, la premiére coordonnée est
placée en 0, sa deuxiéme en 1.

N. Baskiotis (ISIR, SU) ML S2 (2021-2022) 21/30



En3detplus...
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Soit une gaussienne en N dimensions, la i-eme coordonnée est placée en
x =1I.

(rappel : la relation entre la i-eme et j-€me dimension est définie par la
covariance %)
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En3detplus...
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Soit une gaussienne en N dimensions, la i-eme coordonnée est placée en
x =1I.

(rappel : la relation entre la i-eme et j-€me dimension est définie par la
covariance %)
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° Processus Gaussien pour la régression

N. Baskiotis (ISIR, SU)

ML



Régression linéaire bayésienne

Rappel : f(x) = w'¢(x) (déterministe) et y = f(x) + € (avec e bruit gaussien) et
des données D = {x',y'}V
Processus habituel : de D on estime w, puis on fait les prédictions.
Ou sont les gaussiennes ?
@ p(y|x;w) : gaussien
@ Lavraisemblance : p(D|w) = [T\, p(¥'|x’; w) = gaussien
@ Le prior : p(w) est gaussien (dans le cadre de la ridge régression)
@ Le posterior : p(w|D) = 205 . gaussien
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Régression linéaire bayésienne

Rappel : f(x) = w'¢(x) (déterministe) et y = f(x) + € (avec e bruit gaussien) et

des données D = {x',y'}V
Processus habituel : de D on estime w, puis on fait les prédictions.
Ou sont les gaussiennes ?
@ p(y|x; w) : gaussien
@ Lavraisemblance : p(D|w) = [\, p(y'|x’; w) = gaussien
@ Le prior : p(w) est gaussien (dans le cadre de la ridge régression)
@ Le posterior : p(w|D) = % = gaussien

Mais si on se passait de I’estimation de w :
@ Ce quon veut: p(y|x,D)
@ Mais p(y|x, D) = [, p(y|x; w)p(w|D)dw
@ Or tous les termes sont gaussiens
= p(y|x,D) est gaussien !
@ Donc p(y|x, D) ~ N (u, ), il suffit d’estimer p et X pour prédire y.
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En résumeé

Soit D = {x’,y'}¥ . nos données et x! ...x" les points que I'on veut inférer.
Y i=1 t t

On a établit que (en simplifiant en fixant la moyenne a 0) :

y
N
y K K
p ytl |X1,X2, 7XN»XN yXp | ™ N(O, E), Y= [Ki K:*]
v

Alors
pO Yy x! L xT) ~ N(KLK 'y, K, — KLK'K,)
Mais comment obtenir:
@ K les covariances entre les points d’entrainement ?
@ K, les covariances entre entrainement et test ?
@ K., les covariances entre test ?
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Matrice de covariance = Kernel !
Ce que I'on veut pour la matrice de covariance :
@ qu’elle soit symétrique ! (i influence j comme j influence i)

@ deux points "similaires” doivent avoir une corrélation forte : Cov(x/, x/)
grand

@ deux points "dissimilaires” doivent avoir une corrélation faible : Cov(x/, x/)
petit

@ qu’elle soit semi-défini positive
@ Cov(x',x') doit dénoté la variance en ce point

= Trés similaire a la notion de noyaux en SVM ! Autant utiliser une fonction
noyau pour encoder la covariance ...

Covariances typiques :

Iy
@ Squared Exponential : K(x',x?) = o2 2< . )
@ Linéaire : K(x',x?) = A + (x!, x?)

1_,2
22 (A =221l

@ Periodic : K(x!,x?) = g%¢™

v
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Et si on introduit du bruit ?

Bruit additif gaussien

@ Onobserve y' = f(x) + ¢;, avec ¢; indépendant et suivant A/(0, o2)

@ La covariance est changée en 3::
S = E[(f(x) + &) (F(¥) + )] = E[f (x)f ()] + E[f ()] E[e] + E[f (x)|E[¢]] + Elere;]
@ Pouri # j, Ele] = 0,Elej¢)] = E[ei]E[¢] = 0
£ = Eff(x)f ()] = =y
@ Pouri=j,E[e] =0, E[¢?] = o?
i = E[f(x)f (x)] + El¢f] = Zii + 0

@ Donc® =X + o021

Formule de la régression GP dans le cas général
pOL Yy, xt L xD) ~ N(KL(K + o?T) 7y, K, — KL(K + 0*)7'K,,)
= Régression a noyaux !
@ Mais avec l'information sur 'incertitude liée a la prédiction !
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Définition formelle des Processus Gaussien (GP)

Définition
@ La fonction f dont on cherche la prédiction est vue comme une collection
de points f (les mesures en différents points) potentiellement infinie.

@ Un processus gaussien est une collection de variables aléatoires
(potentiellement infinie) tels que la distribution jointe de tout
sous-ensemble de ces variables est une gaussienne multivariée :

f ~ GP(u k)

avec u(x) et k(x', x?) sont les fonctions de moyenne et de covariance.

@ On cherche a estimer la distribution P(f,|x;, D) en utilisant un prior GP :
P(f|x) ~ N (u,X) et en le conditionnant par les données d’entrainement
D afin de modéliser la distribution jointe f des points d’entrainement et f,
les points de test.
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Exemples

Samples from the prior

Samples from the posterior
4
2
1]
2o
1
2
~10 5 [ 5 10 ~10 5 0 5 10
x x

it
N
o
P




Conclusion

Les processus gaussiens
@ sont relativement puissants sous certaines conditions

@ sont adaptables a beaucoup de taches (classification, non supervisé,
active learning, ...)

@ donnent une mesure d’incertitude liée a la prédiction
@ Mais temps de calcul en O(N?) avec inversion de matrice !
@ Les hyper-paramétres sont cachés dans le noyau ...

Références:

Cours ETHZ
Cours Cornell U., trés bonne intro vidéo
Tres bon livre de Rasmussen et Williams

N. Baskiotis (ISIR, SU) ML $2 (2021-2022) 30/30


https://ethz.ch/content/dam/ethz/special-interest/bsse/borgwardt-lab/documents/slides/CA10_GPintro.pdf
https://www.cs.cornell.edu/courses/cs4780/2018fa/lectures/lecturenote15.html
http://www.gaussianprocess.org/

	Digression : Gaussiennes multivariées
	Retour sur la régression
	La magie de la gaussienne
	Processus Gaussien pour la régression

