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Régression et noyaux

Formulation

Pour un jeu de données D = {x’,y'}¥  x' € RY,y’ € Ri.i.d.
@ On se donne un noyau K(x!,x?) = (¢(x'), #(x?)), avec ¢ : R?
@ Régression pénalisée : J(w) = 1 SN (w'o(x) — y')? + dw'w
@ On note ® € R¥*? |]a matrice des #(x'),

1 A 1 1 A
J(w) = E(w@’ Y)W —y) + w'w = Ew"b’@w—w’@y—i— 5y’y+ =
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— R
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w'w
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Régression et noyaux
Annulation du gradient

A 1 1 A
J(w) = (W' —y) (WD —y) + Zww= Ewttb’@w —wo'y + Ey’y + Zw'w

2 2

N —

@ Annulation du gradient par rapport a w :
1 ) o N
w=-—3 D (Wox) —y)e(x) = > dig(x) = d'a
i=1 i=1

aveca= (a',...,a")
@ En ré-écrivant, avec w = ®'a :

1 1 A
J(a) = zatq)‘blq)t@a — a’(I)(I)’y + Eyty + Ealq)q)ta
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Régression et noyaux

1 1 A
J(a) = Eatcb¢t(btq)a — at(I)(I)ty -+ 5yty + Eatq)q)ta

Résolution

@ On note K = ®7®, avec K;; = (p(x'), p(x’)) = k(x',¥), la matrice de Gram

du noyau (symétrique), on a

1 1 A
J(a) = Ea’K’Ka —a'K'y + Ey’y + Ea’K’a

@ En prenant le gradient par rapport a a, on trouve
a=(K+ My ly

@ Pour la prédiction : y = w'¢(x) = a'®¢(x) = k(x)'(K + My) "'y, avec
k(x) = (k(x',x), ..., k(x",x))"
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Hypothése du bruit gaussien

Formalisation
@ Unjeu de données D = {x',y'} | x' e R%y' € Ri.i.d.
@ On suppose que y' = f(x/) + ¢
@ Régression linéaire : f de la forme w'.x (on oublie le biais pour simplifier)

@ Le petit "plus” par rapport a la régression linéaire "simple” : on suppose
e ~ N(0,0?), indépendant de x’
= la distribution de y conditionnée au modele et a I'entrée x est gaussienne
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Hypothese du bruit gaussien

Résolution par maximum de vraisemblance

G —w x)?

o L(w, ‘72) = Hi’ilp(yi|xi§wa ‘72) = vazl \/2;70 27

@ logL(w,0?) = —Ylog2n — Nlog(o) — 75 Zi.v:l(yi —wxi)?
— gradient par rapport a w : w = (XTX)—‘X’y

— gradient par rapporta o : 02 = % Zl L — whxi)?

Quelle est I”avantage alors de rajouter I’hypothése de bruit gaussien ?

= On connait pour une entrée x la distribution de I'estimée y qui suit une loi
gaussienne ...
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© La magie de la gaussienne
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Une gaussienne et tout est gaussien !

- _ (v ty—1ro
Soit y= (yh L. 7yd) c Rd’ y ~ N(ll’u E),p(y) = me 2 (y=p)'E7 (y—p)
A - R b 21 | [ X0 Zn
On considere une partition en 2 groupes : y = [yz] , u= [m] = [221 222]
Alors
o Etlz =3

@ la somme de deux gaussiennes est gaussienne : yi +y» ~ N (g1 + po, X211 + X22)
@ la marginalisation est gaussienne :

piy1) = / (Y1, y2; 1, B)dys = N (1, Zn)

Y2

@ la conditionnée est gaussienne :

p(y; i1, %)
= a; 72 = -
Pl wE) Ji, POy 1, X)dy2

et suit la loi
N(pz + ZaS' (a — 1), B — T0,55' 2h)
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Effet de la covariance

p(yalyr = a1, %) ~ N (2 + Z1 2 (@ — 1), 2o — 255 000)
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Corrélation entre coordonnées

p(yalyr = a;p, ) ~ N(p2 + 0151 (2 — 1), B2 — £, 55 Si)
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Une autre maniére de visualiser une gaussienne

oo
® @& A N o N & o o

Pour chaque point 2D tirée de cette gaussienne, la premiére coordonnée est
placée en 0, sa deuxiéme en 1.
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En3detplus...
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Soit une gaussienne en N dimensions, la i-eme coordonnée est placée en
x =1I.

(rappel : la relation entre la i-eme et j-€me dimension est définie par la
covariance %)
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Régression linéaire bayésienne

Rappel : f(x) = w'¢(x) (déterministe) et y = f(x) + € (avec e bruit gaussien) et
des données D = {x',y'}V
Processus habituel : de D on estime w, puis on fait les prédictions.
Ou sont les gaussiennes ?
@ p(y|x;w) : gaussien
@ Lavraisemblance : p(D|w) = [T\, p(¥'|x’; w) = gaussien
@ Le prior : p(w) est gaussien (dans le cadre de la ridge régression)
@ Le posterior : p(w|D) = 205 . gaussien
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Régression linéaire bayésienne

Rappel : f(x) = w'¢(x) (déterministe) et y = f(x) + € (avec e bruit gaussien) et

des données D = {x',y'}V
Processus habituel : de D on estime w, puis on fait les prédictions.
Ou sont les gaussiennes ?
@ p(y|x; w) : gaussien
@ Lavraisemblance : p(D|w) = [\, p(y'|x’; w) = gaussien
@ Le prior : p(w) est gaussien (dans le cadre de la ridge régression)
@ Le posterior : p(w|D) = % = gaussien

Mais si on se passait de I’estimation de w :
@ Ce quon veut: p(y|x,D)
@ Mais p(y|x, D) = [, p(y|x; w)p(w|D)dw
@ Or tous les termes sont gaussiens
= p(y|x,D) est gaussien !
@ Donc p(y|x, D) ~ N (u, ), il suffit d’estimer p et X pour prédire y.
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En résumeé

Soit D = {x’,y'}¥ . nos données et x! ...x" les points que I'on veut inférer.
Y i=1 t t

On a établit que (en simplifiant en fixant la moyenne a 0) :

y
N
y K K
p ytl |X1,X2, 7XN»XN yXp | ™ N(O, E), Y= [Ki K:*]
v

Alors
pO Yy x! L xT) ~ N(KLK 'y, K, — KLK'K,)
Mais comment obtenir:
@ K les covariances entre les points d’entrainement ?
@ K, les covariances entre entrainement et test ?
@ K., les covariances entre test ?
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Matrice de covariance = Kernel !
Ce que I'on veut pour la matrice de covariance :
@ qu’elle soit symétrique ! (i influence j comme j influence i)

@ deux points "similaires” doivent avoir une corrélation forte : Cov(x/, x/)
grand

@ deux points "dissimilaires” doivent avoir une corrélation faible : Cov(x/, x/)
petit

@ qu’elle soit semi-défini positive
@ Cov(x',x') doit dénoté la variance en ce point

= Trés similaire a la notion de noyaux en SVM ! Autant utiliser une fonction
noyau pour encoder la covariance ...

Covariances typiques :

Iy
@ Squared Exponential : K(x',x?) = o2 2< . )
@ Linéaire : K(x',x?) = A + (x!, x?)

1_,2
22 (A =221l

@ Periodic : K(x!,x?) = g%¢™

o
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Et si on introduit du bruit ?

Bruit additif gaussien

@ Onobserve y' = f(x) + ¢;, avec ¢; indépendant et suivant A/(0, o2)

@ La covariance est changée en 3::
S = E[(f(x) + &) (F(¥) + )] = E[f (x)f ()] + E[f ()] E[e] + E[f (x)|E[¢]] + Elere;]
@ Pouri # j, Ele] = 0,Elej¢)] = E[ei]E[¢] = 0
£ = Eff(x)f ()] = =y
@ Pouri=j,E[e] =0, E[¢?] = o?
i = E[f(x)f (x)] + El¢f] = Zii + 0

@ Donc® =X + o021

Formule de la régression GP dans le cas général
pOL Yy, xt L xD) ~ N(KL(K + o?T) 7y, K, — KL(K + 0*)7'K,,)
= Régression a noyaux !
@ Mais avec l'information sur 'incertitude liée a la prédiction !
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Définition formelle des Processus Gaussien (GP)

Définition
@ La fonction f dont on cherche la prédiction est vue comme une collection
de points f (les mesures en différents points) potentiellement infinie.

@ Un processus gaussien est une collection de variables aléatoires
(potentiellement infinie) tels que la distribution jointe de tout
sous-ensemble de ces variables est une gaussienne multivariée :

f ~ GP(u k)

avec u(x) et k(x', x?) sont les fonctions de moyenne et de covariance.

@ On cherche a estimer la distribution P(f,|x;, D) en utilisant un prior GP :
P(f|x) ~ N (u,X) et en le conditionnant par les données d’entrainement
D afin de modéliser la distribution jointe f des points d’entrainement et f,
les points de test.

N. Baskiotis (LIP6, SU) ML S2(2020-2021)  19/21



Exemples

Samples from the prior

Samples from the posterior
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Conclusion

Les processus gaussiens
@ sont relativement puissants sous certaines conditions

@ sont adaptables a beaucoup de taches (classification, non supervisé,
active learning, ...)

@ donnent une mesure d’incertitude liée a la prédiction
@ Mais temps de calcul en O(N?) avec inversion de matrice !
@ Les hyper-paramétres sont cachés dans le noyau ...

Références:
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